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MATHEMATIQUES
Devoir surveillé n°6
Durée : 3 heures

L’usage d’une calculatrice est interdit pour cette épreuve. Si, au cours de I’épreuve, un can-
didat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Probléme |

Notation Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes, on note cov(X,Y) leur covariance lorsque celle-ci
existe. On rappelle que la covariance est bilinéaire, c’est a dire :

V(X1,X9,Y1,Y9) variables aléatoires, VA € R tels que les covariances existent, on a :

cov(X1,A1Y1+Ys) =Acov(X1,Y7) +cov(X1,Y9) et covil X1+ X9,Y7) = Acov(X1,Y7) +cov(Xo,Y7)

Partie I
Soient n,s deux entiers supérieurs ou égaux a 2; on considére une urne contenant des boules de couleurs
C1,...,Cs en proportions p1,...,ps respectivement.
S
On a donc Zpi =1 et on suppose que pour tout i € [1,s], p; > 0.
i=1
On effectue n tirages successifs d’'une boule avec remise. Pour tout i € [1,s] on note X; la variable aléatoire

égale au nombre de boules de couleur C; obtenues au cours des n tirages. On remarque que la variable X;
S (X:—np; 2

dépend de n et on définit l1a variable aléatoire U,, par U,, = Z ﬁ

i=1 npi

A. Etude des variables X;
1. Déterminer la loi de X;, son espérance et sa variance.

2. Soient (i,j) € [[l,s]]2 distincts ; déterminer la loi de X; + X ; et sa variance.
En déduire cov(X;,X;)=-np;p;.

B. On suppose dans cette partie que s =2
X1-npi
vipi1p2

2. Par quelle loi peut-on approcher la loi de Z; lorsque n est grand ?

1. Montrer que U, = Z% ouZi=

1 1
C. On suppose dans cette partie que s =3, p; =pa2 = 1 et pg = 2

2 2
On pose Z1 = Tn (X3—g) et Zo= \/;(Xl_XQ)

1. Montrer que U, = Z% + Z; (On utilisera la relation X1+ Xo + X3 =n).
2. Déterminer I'espérance de Z1, de Zy ainsi que cov(Z1,Zs).
3. Par quelle loi peut-on approcher la loi de Z; lorsque n est grand ?

4. Pour tout i € [1,n], on définit la variable T'; par :
T'; =1 si on obtient une boule de couleur C; au iiéme tirage;
T; = —1 si on obtient une boule de couleur Cy au iiéme tirage;
T'; =0 si on obtient une boule de couleur C3 au iieme tirage.

(a) Exprimer X1 — X a l'aide des variables T;.

(b) En déduire que I'on peut approcher la loi de Zy par une loi normale centrée réduite lorsque n est
suffisamment grand.



5. Programme Python

D. On suppose désormais que s=4 et p1 =pos=p3=pg= i
Soient A € 4, ,(R), A =(a; j)1<i<p,1<j<n €t !A sa matrice transposée.
On rappelle que pour toutes matrices A, B telles que le produit A B existe, on a {(AB) =!B‘A
Xi—np;

np;
On note M la matrice carrée d’ordre 4 dont le coefficient en ligne i et colonne j vaut cov(Y;,Y;) et N la
matrice carrée d’ordre 4 dont tous les coefficients valent i.

1. Pour tout i € [1,4], on pose Y; =

Exprimer M en fonction de N et 14.

2. (a) Soient &1 = % (1,-1,0,0), ég = % (1,-1,-2,0), é3 = % (1,1,1,-3),é4 = % (1,1,1,1) 4 vecteurs
de R%.
Montrer que ces 4 vecteurs sont des vecteurs propres de N et qu’ils forment une base de R*.
(b) Soit @ la matrice de passage de la base canonique de R* a la base (81, &2, &3, &4).
Montrer que ‘QQ = I14.
Expliciter la matrice ‘Q M Q.

Z1 Y;

. . . 2 . Z2 _t Y2

3. On définit les variables aléatoires Z1, Z9, Z3, Z4 par 7. 1= Q y.
3 3

Zy Yy

(a) Exprimer chaque Z; en fonction de Y7, Yy, Y3, Y4 et montrer que Z4 =0.

(b) Montrer que les variables Z1, Zo, Z3 sont centrées.

Yy
(¢c) Mont U,=2%+22+272 leuler (Y1 Ys Y3 Yi)|D2
¢) Montrer que U, = Z{ + Z3 + Z% on pourra calculer (Y1 Yz Y3 Yy) Y, |

Yy

Partie I1
1. Soit r un entier naturel supérieur ou égal a 2.
+oo
Etablir la convergence de 'intégrale f x2 e 2dx ; on note </, sa valeur.
0

+00
2. (a) Montrer que pour tout réel ¢ > 0, 'intégrale f xZe idx converge ; on note G(¢) sa valeur.
0

(b) Montrer a 'aide d'un changement de variable, que pour tout réel ¢t > 0, G(¢) =2v2x(1 - ®(¢)) ou ®

désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
+o00o

(¢) En déduire la convergence et la valeur de J1 = f xZe bdx
0

3. Soit r un entier naturel non nul ; on définit la fonction f, par :

1 x
Vx>0, fr(x)= jxi_le_§ et Vx <0, f-(x)=0

r
(a) Montrer que f; est une densité de probabilité.
On dit qu’une variable aléatoire suit une loi du y? a r degrés de liberté si X admet f, comme densité.

(b) Quelle loi reconnait-on pour r =27?
Graphique ?

Partie III

On reprend les notations de la partie I avec s un entier quelconque supérieur ou égal a 2.



On admet que pour n assez grand, U, suit la loi du 32 & s — 1 degrés de liberté.

On considére un algorithme générateur de nombres aléatoires compris entre 1 et 4 ; on utilise cet algorithme
pour créer un échantillon de 10000 nombres compris entre 1 et 4. On obtient :

2602 fois le nombre 1

2534 fois le nombre 2

2422 fois le nombre 3

2442 fois le nombre 4

On se propose de tester la fiabilité de cet algorithme par 'examen de cet échantillon, avec comme hypothese
que le nombre aléatoire fourni par le générateur suit une loi uniforme sur [1,4].

On donne les valeurs suivantes :
F3(7,81) = 0,95 ou F3 désigne la fonction de répartition de la loi du )(2 a 3 degrés de liberté.

1
3100 (1022 + 342 + 782 + 582) = 8,4032

En introduisant des variables convenables X1, X9, X3, X4 et la variable U,, associée, justifier le rejet de ’hy-
potheése de répartition uniforme des nombres fournis par le générateur.



